Résumé.-Cet article est une revue des différentes descriptions quantiques du laser à électrons libres : (1) Calcul du gain d'après la différence des éléments de matrice pour l'émission et l'absorption d'un photon unique, basé sur les équations de Dirac ou de Klein-Gordon ; (2) Description multiphonique basée sur le modèle d'un courant constant interagissant avec un champ électromagnétique quantifié. (3) Résolution de l'équation de Klein-Gordon en présence simultanément du laser et du "wiggler" pris comme champs externes classiques ; ceci donne une description unifiée de tous les régimes à l'exception de l'émission spontanée. (4) Une solution totalement quantifiée de l'Hamiltonien non-relativiste à N corps de Bambini-Renieri défini dans un repère en mouvement. Cette approche illustre bien la différence entre les fluctuations classique et quantique dans le problème du démarrage de 1'oscillateur.
I. INTRODUCTION
The earliest theoretical descriptions of the free electron laser (FEL) were based on quantum mechanics [1, 2] .
In fact, since they involved the quantum-mechanical recoil as the basis of the gain mechanism, it seemed doubtful for a while whether a classical description would be possible, although the independence of the gain of Planck's constant was immediately recognized.
Because the early
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quantum-mechanical a t t e m p t s p r o p o s e d c o n f l i c t i n g r e s u l t s f o r t h e g a i n , t h e r e w a s a w i d e -s p r e a d f e e l i n g o f r e l i e f when i t t u r n e d o u t t h a t a l l r e l e v a n t f e a t u r e s o f -t h e FEL c o u l d b e u n d e r s t o o d i n u n a m b i g u o u s c l a s s i c a l t e r m s 131. S i n c e t h e n t h e f u r t h e r d e v e l o p m e n t o f FEL c o n c e p t s up t o t h e p r e s e n t l e v e l o f s o p h i s t i c a t i o n h a s employed a l m o s t e x c l u s i v e l y t h e c l a s s i c a l m e t h o d s .
H o w e v e r , i n p a r a l l e l t h e q u a n t u m -m e c h a n i c a l a p p r o a c h w a s d e v e l o p e d f u r t h e r , a s a n o u t c o m e c o r r o b o r a t i n g beyond a n y d o u b t s t h e l e g i t i m a c y o f t h e f o r m e r .
Hence t h e q u e s t i o n a r i s e s a s t o why s t i l l w o r r y a b o u t quantum m e c h a n i c s when i t i s known t o b e c o m p l e t e l y o b s o l e t e . The a n s w e r c o n s i s t s o f t h r e e p a r t s . F i r s t , q u a n t u m m e c h a n i c s and quantum o p t i c s make t h e c o n c e p t o f a p h o t o n a v a i l a b l e .
I n g e n e r a l , t h e d e t e r m i n a t i o n o f t h e p r o b a b i l i t i e s o f p h o t o n s b e i n g e m i t t e d o r a b s o r b e d i s much s i m p l e r t h a n t h e e v a l u a t i o n o f t h e c o r r e s p o n d i n g f i e l d s . I n t h e o p i n i o n o f t h e a u t h o r s , t h e s i m p l i c i t y o f t h e quantum-mechanical a p p r o a c h t o t h e b a s i c c o n c e p t s o f t h e FEL c a n c e r t a i n l y c o m p e t e w i t h t h e s i m p l e s t c l a s s i c a l o n e -p a r t i c l e a p p r o a c h .
I n f a c t , some r e s u l t s t h o u g h b e i n g c o m p l e t e l y c l a s s i c a l w e r e f i r s t d e r i v e d b y quantum methods.
Second, t h e i m p o r t a n t q u e s t i o n o f t h e p h o t o n s t a t i s t i c s i s y e t u n s o l v e d . A t t e m p t s have b e e n r e c e n t l y made a t d e t e r m i n i n g t h e p h o t o n s t a t i s t i c s o f a s m a l l -g a i n F E L a m p l i f i e r ; t h i s i s , however, c o m p l e t e l y u n r e l a t e d t o t h e much more i n t e r e s t i n g problem o f t h e p h o t o n s t a t i s t i c s o f a FEL o s c i l l a t o r a b o v e t h r e s h o l d .
The a n a l o g o u s p r o b l e m f o r a c o n v e n t i o n a l a t o m i c l a s e r h a s b e e n e x c l u s i v e l y a d d r e s s e d b y q u a n t u m -m e c h a n i c a l m e t h o d s [4].
T h i s i s n o t b e c a u s e o f l o g i c a l n e c e s s i t y . Inasmuch a s t h e r e s u l t i n g G l a u b e r f u n c t i o n i s p o s i t i v e d e f i n i t e , i . e . amenable t o a p r o b a b i l i t y i n t e r p r e t a t i o n , i t c o u l d b e d e a l t w i t h b y c o n s i d e r i n g c l a s s i c a l f i e l d e n s e m b l e a v e r a g e s a s w e l l . However, i t a p p e a r s a g a i n t o b e much e a s i e r t o c o u n t p h o t o n s .
A
r e l a t e d q u e s t i o n i s t h e s t a r t -u p problem o f t h e PEL.
We s h a l l s e e t h a t q u a n t i t i e s l i k e t h e p o w e r S p e c t r u m o f s p o n t a n e o u s e m i s s i o n a r e a g a i n c l a s s i c a l t o a n e x c e l l e n t a p p r o x i m a t i o n .
H o w e v e r , t h e p h o t o n s t a t i s t i c s o f s p o n t a n e o u s e m i s s i o n e x h i b i t f l u c t u a t i o n s which a r e b o t h o f c l a s s i c a l a n d o f q u a n t u m -m e c h a n i c a l o r i g i n :
t h e r e a r e c l a s s i c a l c o n t r i b u t i o n s d u e t o t h e d i s c r e t e n e s s o f t h e e l e c t r o n c u r r e n t and quantum-mechanical o n e s d u e t o t h e vacuum f l u c t u a t i o n s o f t h e e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d . Whereas t h e f o r m e r c o u l d be a c c o u n t e d f o r i n a c l a s s i c a l a p p r o a c h b y n o i s e m e t h o d s t h e y a r e a l r e a d y c o n c e p t u a l l y b u i l t i n t o a n y quantum a p p r o a c h .
T h i r d , t h e r e a r e s o m e n o n c l a s s i c a l e f f e c t s i n t h e s p o n t a n e o u s r a d i a t i o n o f a d i l u t e e l e c t r o n b e a m , l i k e p h o t o n -a n t i b u n c h i n g a n d s q u e e z i n g , w h i c h c a n n o t b e o b t a i n e d b y a n y c l a s s i c a l p r o c e d u r e .
From a t h e o r e t i c a l p o i n t o f v i e w t h i s p u t s t h e PEL b e s i d e o t h e r s y s t e m s o f q u a n t u m o p t i c s , l i k e r e s o n a n c e f l u o r e s c e n c e o f a t w o -l e v e l a t o m , w h i c h e x h i b i t t h e s e p h e n o m e n a . H o w e v e r , p r a c t i c a l l y i t s e e m s t o b e v e r y d o u b t f u l i f t h e s e e f f e c t s w i l l e v e r be a c c e s s i b l e t o e x p e r i m e n t a l v e r i f i c a t i o n .

An o u t l i n e o f t h i s p a p e r i s a s f o l l o w s .
I n S e c t i o n I1 we u s e s c a l a r quantum e l e c t r o d y n a m i c s i n o r d e r t o d e r i v e t h e g a i n f r o m t h e m a t r i x e l e m e n t s f o r e m i s s i o n and a b s o r p t i o n o f a photon b y an e l e c t r o n d u e t o t h e i n t e r a c t i o n w i t h t h e w i g g l e r f i e l d . T h i s i s e s s e n t i a l l y t h e l i n e o f a p p r o a c h w h i c h w a s f o l l o w e d b y t h e e a r l i e s t t h e o r e t i c a l p a p e r s i n t h e f i e l d .
I t i m m e d i a t e l y y i e l d s t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n g a i n a n d s p o n t a n e o u s e m i s s i o n . T h i s i s a c t u a l l y va1i.d f o r a much b r o a d e r r a n g e o f phenomena a n d h a s a l r e a d y b e e n used f o r a l o n g t i m e i n p l a s m a p h y s i c s f o r t h e d e t e r m i n a t i o n o f p l a s m a i n s t a b i l i t i e s . S i n c e t h e phenomena t a k i n g p l a c e i n a F E L a r e d o m i n a t e d b y m u l t i p h o t o n p r o c e s s e s o f e x t r e m e l y h i g h o r d e r , t h e a c c u r a c y of t h i s a p p r o a c h is r e a l l y s u r p r i s i n g .
Hence we t u r n i n S e c t i o n I 1 1 t o a m u l t i p h o t o n a n a l y s i s b a s e d on t h e model o f a c o n s t a n t c u r r e n t i n t e r a c t i n g w i t h a q u a n t i z e d e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d , which h a s t o b e e x t e n d e d i n o r d e r t o i n c l u d e t h e quantum k i n e m a t i c s o f t h e e m i s s i o n p r o c e s s . I t w i l l t h e n b e found t h a t t a k i n g o n l y t h e e m i s s i o n a n d a b s o r p t i o n o f o n e p h o t o n i n t o a c c o u n t , a c t u a l l y p r o v i d e s c o r r e c t r e s u l t s f o r t h e g a i n and a l s o l a r g e l y f o r t h e s p r e a d e v e n when m u l t i p h o t o n p r o c e s s e s c o m p l e t e l y d o m i n a t e t h e r e a l p h y s i c s .
T h i s m u l t i p h o t o n a n a l y s i s c o v e r s t h e s m a l l -s i g n a l r e g i m e . I n o r d e r t o e x t e n d i t i n t o t h e s t r o n g s i g n a l r e g i m e we t u r n i n S e c t i o n I V t o a s e m i c l a s s i c a l d e s c r i p t i o n b a s e d on t h e Klein-Gordon e q u a t i o n i n t h e p r e s e n c e o f b o t h t h e l a s e r a n d t h e w i g g l e r f i e l d .
I n t h e l a s t s e c t i o n we d i s c u s s a f u l l y q u a n t i z e d m a n y -e l e c t r o n model.
We e x t r a c t some g e n u i n e quantum f e a t u r e s o f t h e s p o n t a n e o u s r a d i a t i o n , l i k e p h o t o n -a n t i b u n c h i n g a n d s q u e e z i n g , a n d g i v e a p r e l i m i n a r y d i s c u s s i o n o f t h e p h o t o n s t a t i s t i c s o f t h e s t a r t -u p .
11.
FIRST ORDER CALCULATION OF EMISSION AND ABSORPTION
The e a s i e s t quantum-mechanical and h i s t o r i c a l l y t h e f i r s t a t t e m p t [ 1 , 2 ] a t d e t e r m i n i n g t h e g a i n o f t h e FEL p r o c e e d e d v i a t h e e v a l u a t i o n o f t h e m a t r i x e l e m e n t s f o r t h e e m i s s i o n and a b s o r p t i o n o f a p h o t o n b y a n e l e c t r o n d u e t o t h e p r e s e n c e o f t h e m a g n e t i c w i g g l e r f i e l d , a s r e p r e s e n t e d i n Fig. 1 . From t h e p o i n t o f v i e w o f r e l a t i v i s t i c quantum f i e l d t h e o r y t h e FEL c o n s t i t u t e s a t y p i c a l e x t e r n a l f i e l d problem: t h e e l e c t r o n s i n t e r a c t w i t h a q u a n t i z e d r a d i a t i o n f i e l d o n t h e b a c k g r o u n d o f a s t r o n g c l a s s i c a l e x t e r n a l f i e l d which c a n n o t b e d e a l t w i t h by p e r t u r b a t i o n t h e o r y .
F o r p r o b l e m s l i k e t h i s t h e F u r r y -o r bound i n t e r a c t i o n p i c t u r e [ 5 ] i s m o s t c o n v e n i e n t .
I n c o n t r a s t t o t h e s t a n d a r d i n t e r a c t i o n p i c t u r e , i n t h e F u r r y p i c t u r e t h e d y n a m i c s o f t h e e l e c t r o n o p e r a t o r s t a k e s t h e e x t e r n a l f i e l d a l r e a d y i n t o a c c o u n t . The d o u b l e l i n e s i n d i c a t e t h a t t h e e l e c t r o n wave f u n c t i o s a r e t o b e t a k e n i n t h e p r e s e n c e o f t h e w i g g l e r f i e l d . The p r e s e n c e o f t h e a d d i t i o n a l Nk p h o t o n s o f t h e same mode a f f e c t s t h e t r a n s i t i o n r a t e b e c a u s e o f Bose s t a t i s t i c s .
The m a t r i x e l e m e n t f o r t h e e m i s s i o n o r a b s o r p t i o n o f o n e p h o t o n i s t h e n t o f i r s t o r d e r g i v e n by
where t h e i n t e r a c t i o n H a m i l t o n i a n d e n s i t y r e p r e s e n t s t h e f a m i l i a r c u r r e n t -f i e l d c o u p l i n g .
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JOURNAL DE PHYSIQUE ~' ( x ) i s t h e o p e r a t o r o f t h e q u a n t i z e d l a s e r f i e l d i n t h e r a d i a t i o n g a u g e , a n d J y ( x ) i s t h e c o n s e r v e d e l e c t r o n c u r r e n t (~" J~( X ) = O ) i n t h e p r e s e n c e o f t h e w i g g l e r f i e l d . I t s e x p l i c i t f o r m d e p e n d s upon w h e t h e r t h e e l e c t r o n i s d e s c r i b e d b y t h e D i r a c -o r by t h e s c a l a r K l e i n -G o r d o n e q u a t i o n .
The a p p r o p r i a t e i n i t i a l a n d f i n a l s t a t e s a r e f o r e m i s s i o n o r a b s o r p t i o n , r e s p e c t i v e l y .
H e r e p ( p l ) i s t h e i n i t i a l ( f i n a l ) momentum o f t h e e l e c t r o n and Nk t h e n u m b e r o f p h o t o n s o f t h e c o n s i d e r e d mode w h i c h a r e i n i t i a l l y p r e s e n t . The i n t e g r a t i o n i n Eq. (2.1) w i l l b e e x t e n d e d o v e r a l l s p a c e a n d a f i n i t e i n t e r a c t i o n t i m e T o r , e q u i v a l e n t l y , o v e r t h e w i g g l e r l e n g t h L=BocT b e i n g u n r e s t r i c t e d o t h e r w i s e . T h i s c o r r e s p o n d s t o t h e p l a n e -w a v e d e s c r i p t i o n o f Eqs. (2.3) and ( 2 . 4 ) . S i n c e s p i n i s a g e n u i n e c o n s e q u e n c e o f r e l a t i v i s t i c q u a n t u m mechan'ics o n e e x p e c t s s p i n -i n d u c e d e f f e c t s t o b e o f r e l a t i v e o r d e r (fiw/mcZy ) 2 .
I n f a c t , f o r t h e h e l i c a l w i g g l e r FEL, i t h a s b e e n shown Moreover, t h e f u n d a m e n t a l is s p l i t d e p e n d i n g on t h e s p i n s t a t e o f t h e e l e c t r o n .
T h e s e e f f e c t s a r e a b s o l u t e l y n e g l i g i b l e f o r t h e p e r f o r m a n c e o f t h e FEL.
Hence d e s c r i b i n g t h e e l e c t r o n b y t h e s c a l a r Klein-Gordon e q u a t i o n i s s u f f i c i e n t * , a n d t h e r e q u i r e d m a t r i x e l e m e n t o f t h e c u r r e n t i s 171
Here A W U ( x ) i s t h e v e c t o r p o t e n t i a l o f t h e w i g g l e r f i e l d , and t h e wave f u n c t i o n s $ ( x ) a r e s o l u t i o n s o f t h e Klein-Gordon e q u a t i o n P ++ -+ -f On a x i s t h e c a n o n i c a l momenta s a t i s f y pAw=pEAw=O. Hence t h e s o l u t i o n s a r e j u s t e x p o n e n t i a l s * * * D e s c r i b i n g t h e e l e c t r o n b y t h e K l e i n -G o r d o n e q u a t i o n w h e n e v e r s p i n e f f e c t s a r e n o t o f i n t e r e s t i s n o t a d m i s s i b l e i n g e n e r a l . I t i s , however, f o r t h e Compton-type p r o c e s s e s c o n s i d e r e d h e r e .
x +
We u s e r e l a t i v i s t i c f o u r -v e c t o r n o t a t i o n t h r o u g h o u t , s u c h t h a t ( a p = ( a ,i+) ) ' I , w i t h p o = p o = m c 2 y a n d V t h e n o r m a l i z a t i o n v o l u m e .
Due t o t h e w i g g l e r f i e l d w i t h a m p l i t u d e aw t h e e l e c t r o n h a s a c q u i r e d an e f f e c t i v e mass:
With a l l t h e i n g r e d i e n t s s p e c i f i e d t h e e v a l u a t i o n o f t h e m a t r i x e l e m e n t s M (k) f o r e m i s s i o n and a b s o r p t i o n i s r a t h e r s t r a i g h t f o r w a r d . Gain i s g i v e n b y t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e r a t e s f o r e m i s s i o n and a b s o r p t i o n , i n t e g r a t e d o v e r t h e p h a s e s p a c e o f t h e f i n a l e l e c t r o n , The l a t t e r i s o f p u r e l y k i n e m a t i c a l o r i g i n :
f o r a n i n f i n i t e i n t e r a c t i o n r e g i o n energy-momentum c o n s e r v a t i o n r e q u i r e s (1, O r O r 60') a r e t h e i n i t i a l and f i n a l c a n o n i c a l momenta o f t h e e l e c t r o n , r e s p e c t i v e l y , 60 a n d Bo ' t h e c o r r e s p o n d i n g o r a f i n i t e w i g g l e r l e n g t h , Eq. ( 2 . 1 0 ) s p e c i f i e s t h e c e n t e r o f t h e l i n e s h a p e . I n v i e w o f Eq. ( 2 . 8 ) i t c a n b e s o l v e d f o r t h e c o r r e s p o n d i n g f r e q u e n c i e s w h e r e w o = 2 n c / L o . E q u a t i o n ( 2 . 1 1 ) e x h i b i t s t h e r e c o i l -r e l a t e d f r e q u e n c y s h i f t , w h i c h i s o f c e n t r a l i m p o r t a n c e f o r a n y q u a n t u m d e s c r i p t i o n o f t h e FEL.
F i g u r e 2 shows t h e w e l l known d e p e n d e n c e o f g a i n o n f r e q u e n c y which i s e v i d e n t from Eqs. ( 2 . 9 ) and ( 2 . 1 1 ) .
For most i m a g i n a b l e FEL's ~M ( ' ) I~ i n Eq. (2.9) c a n b e expanded t o f i r s t o r d e r a r o u n d t h e r e s o n a n c e f r e q u e n c y w, , , = uoBo/(l-60). T h i s r e p r o d u c e s t h e w e l l known s m a l l -s i g n a l c o l d -b e a m d e r i v a t i v e f o r m u l a f o r t h e g a i n 1 3 1 , from w h i c h h h a s c a n c e l l e d .
More g e n e r a l f o r m u l a e f o r t h e g a i n c a n b e o b t a i n e d b i n t e g r a t i n g Eq. (2.9) o v e r a n i n i t i a l e l e c t r o n e n e r g y d i s t r i b u t i o n f ( $ 4 w i t h l d e 3 f (3 3) =1:
* The f a c t t h a t k o e n t e r s Eq. ( 2 . 1 0 ) w i t h t h e i n d i c a t e d s i g n is n o t o b v i o u s .
To e s t a b l i s h i t r e q u i r e s a c l o s e r l o o k a t t h e m a t r i x e l e m e n t . 
w i t h a n d L = B~C T t h e w i g g l e r l e n g t h a n d p =Ne/V. Again, u n d e r a l m o s t a l l c o n d i t i o n s , E q . (2.12) c a n b e e x p a n d e $ s o t h a t h c a n c e l s and t h e g a i n d e p e n d s on t h e d e r i v a t i v e a f / a & . E q u a t i o n (2.12) a l l o w s t o d r a w t h e a n a l o g y [ 8 ] t o p o p u l a t i o n i n v e r s i o n i n an o r d i n a r y l a s e r .
The r a t e f o r s p o n t a n e o u s e m i s s i o n i s o b t a i n e d from E q . ( 2 . 9 ) b y l e t t i n g N k = O , h e n c e we c a n r e w r i t e E q . (2.12) a s Here t h e s p o n t a n e o u s e m i s s i o n r a t e s h o u l d b e t a k e n i n t h e f o r w a r d d i r e c t i o n , a s i n d i c a t e d b y 8=0. E q u a t i o n ( 2 . 1 5 ) s p e c i f i e s t h e g a i n i n t e r m s o f s p o n t a n e o u s e m i s s i o n . I t i s v a l i d f o r a much w i d e r c l a s s o f phenomena t h a n d e r i v e d h e r e .
O n l y t h e k i n e m a t i c s o f t h e e m i s s i o n p r o c e s s which e n t e r s t h e a r g u m e n t o f t h e f u n c t i o n f , must b e a d a p t e d t o t h e p a r t i c u l a r s i t u a t i o n .
The i m p o r t a n c e o f Eq. ( 2 . 1 5 ) l i e s i n t h e f a c t t h a t t h e s p o n t a n e o u s t r a n s i t i o n r a t e f o r f r e e -f r e e -t r a n s i t i o n s w h i c h we a r e c o n s i d e r i n g h e r e ( w h i c h m i g h t b e r e f e r r e d t o a s t h e r a t e f o r c l a s s i c a l b r e m s s t r a h l u n g a s w e l l ) c a n t o a n e x c e l l e n t a p p r o x i m a t i o n b e d e r i v e d f r o m c l a s s i c a l e l e c t r o d y n a m i c s , o n c e t h e e l e c t r o n t r a j e c t o r i e s i n t h e p r e s e n c e o f m e r e l y t h e e x t e r n a l ( w i g g l e r -) f i e l d (not t h e l a s e r f i e l d ) h a v e b e e n s p e c i f i e d . T h i s c a n i n many c a s e s b e d o n e e x a c t l y , o r a t l e a s t i n s o m e a n a l y t i c a l a p p r o x i m a t i o n .
The a p p r o a c h o u t l i n e d a b o v e i s o n e o f t h e e a s i e s t m e t h o d s t o e v a l u a t e t h e g a i n f o r t h e FEL and a v a r i e t y o f s i m i l a r d e v i c e s . I t s s i m p 1 i c i t y i s , h o w e v e r , s o m e w h a t d e c e p t i v e . W e o n l y c o n s i d e r e d t h e e m i s s i o n o f a s i n g l e p h o t o n , a l t h o u g h i t i s w e l l known t h a t , e . g . under t h e c o n d i t i o n s o f t h e S t a n f o r d FEL, o n e e l e c t r o n c a n e m i t o r a b s o r b a b o u t t e n t h o u s a n d p h o t o n s d u r i n g o n e p a s s t h r o u g h t h e w i g g l e r . The d e f i c i e n c y o f o u r p r e s e n t a p p r o a c h becomes a p p a r e n t i f o n e a s k s f o r q u a n t i t i e s o t h e r t h a n t h e g a i n , l i k e s p r e a d o r b u n c h i n g . The o r i g i n o f t h e d i f f i c u l t y l i e s i n t h e f a c t t h a t we i n t e r p r e t e d t h e m a t r i x e l e m e n t s M ( ' )
i n t e r m s o f t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s , which i s , o f c o u r s e , t h e i r c o r r e c t m e a n i n g .
T h s i m p l i e s , h o w e v e r , t h a t t h e y h a v e t o b e s m a l l e r t h a n u n i t y .
I f we h a d p l u g g e d i n n u m b e r s a t a n e a r l y s t a g e we would h a v e f o u n d t h a t f o r r e a s o n a b l e i n t e n s i t i e s o f t h e s t i m u l a t i n g f i e l d t h e a l l e g e d t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s a r e much l a r g e r t h a n o n e .
The f a i l u r e i s , o f c o u r s e , d u e t o o u r r e s t r i c t i o n t o f i r s t o r d e r p r o c e s s e s . I n t h e f r a m e w o r k o f t h e model o f a c o n s t a n t c u r r e n t i n t e r a c t i n g w i t h a q u a n t i z e d r a d i a t i o n f i e l d i t h a s b e e n shown l o n g a g o [ 9 ] t h a t i f p r o p e r a c c o u n t i s t a k e n o f a l l m u l t i p h o t o n p r o c e s s e s , t h e meaning o f t h e f i r s t o r d e r q u a n t i t y IM(+)~~N~=o
c h a n g e s .
I [ 1 , 6 , 1 0 1 i t h a s b e e n u s e d f o r s t i m u l a t e d C e r e n k o v r a d i a t i o n [ I l l , t h e Compton l a s e r [ 2 , 1 2 ] , and unde.r t h e h e a d i n g o f t h e " E i n s t e i n c o e f f i c i e n t method" f o r t h e FEL w i t h a n a x i a l m a g n e t i c g u i d e f i e l d 1131 a s w e l l a s , i n a d i f f e r e n t f i e l d , f o r t h e c a l c u l a t i o n o f p l a s m a i n s t a b i l i t i e s [ 1 4 ] .
t d o e s no l o n g e r g i v e t h e p r o b a b i l i t y o f o n e p h o t o n e m i s s i o n , b u t s p e c i f i e s i n s t e a d t h e mean number o f e m i t t e d p h o t o n s . T h i s makes p l a u s i b l e t h e f a c t t h a t we o b t a i n e d t h e c o r r e c t s m a l l s i g n a l g a i n b y m e r e l y c o n s i d e r i n g f i r s t o r d e r p r o c e s s e s . I t a l s o r e v e a l s t h e l i m i t s o f t h e p r e s e n t a p p r o a c h : i t f a i l s i n t h e s t r o n g -s i g n a l r e g i m e when t h e s t a t e o f t h e e l e c t r o n i s s i g n i f i c a n t l y a f f e c t e d by t h e i n t e r a c t i o n w i t h t h e l a s e r f i e l d . Y e t , a s l o n g a s o n e h a s t h e s e r e s t r i c t i o n s i n mind, t h i s method c a n b e and h a s b e e n u s e d t o p r o v i d e a q u i c k and e a s y a c c e s s t o t h e s m a l l s i g n a l g a i n f o r v a r i o u s s i t u a t i o n s . I n a d d i t i o n t o t h e s t a n d a r d FEL
We s h a l l g i v e a m o r e a c c u r a t e d e s c r i p t i o n i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n s : i n t h e n e x t s e c t i o n we s h a l l h a v e a c l o s e r l o o k a t t h e m u l t i p h o t o n p r o c e s s e s u s i n g t h e e x a c t l y s o l v a b l e c o n s t a n t c u r r e n t
C1-296 JOURNAL DE PHYSIQUE model a s t h e z e r o t h o r d e r a p p r o x i m a t i o n .
T h e r e a f t e r we s h a l l r e t u r n t o t h e K l e i n -G o r d o n e q u a t i o n i n c o r p o r a t i n g now b o t h t h e w i g g l e r and t h e l a s e r a s e x t e r n a l f i e l d s .
The l a t t e r a p p r o a c h w i l l t u r n o u t t o b e a p p l i c a b l e a l s o t o t h e s t r o n g s i g n a l r e g i m e .
MULTIPHOTON PROCESSES
The f a c t t h a t t h e e l e c t r o n s l e a v e t h e w i g g l e r w i t h a s i g n i f i c a n t e n e r g y s p r e a d c o r r e s p o n d i n g t o a n e n e r g y e x c h a n g e w i t h t h e l a s e r f i e l d o f % l o 5 p h o t o n s i n e i t h e r d i r e c t i o n , makes e v i d e n t t h e f a c t t h a t t h e p h e n o m e n a i n t h e FEL a r e g o v e r n e d b y m u l t i p h o t o n p r o c e s s e s o f e x t r e m e l y h i g h o r d e r .
On t h e o t h e r h a n d t h e a b s o l u t e c h a n g e i n t h e e l e c t r o n e n e r g y i s s t i l l q u i t e s m a l l .
Hence, i t i s s u g g e s t i v e t o u s e t h e m o d e l o f a p r e s c r i b e d c l a s s i c a l c u r r e n t i n t e r a c t i n g w i t h a q u a n t i z e d r a d i a t i o n f i e l d a s a z e r o t h a p p r o x i m a t i o n t o t h e FEL. T h i s h a s t h e a d v a n t a g e o f b e i n g r e a d i l y e x a c t l y s o l v a b l e .
I t i s c l e a r , t h o u g h , t h a t t h i s h a s t o b e improved upon, s i n c e Eq. (2.15) shows t h a t g a i n i s l o s t i f t h e b a c k a c t i o n o f e m i s s i o n a n d a b s o r p t i o n o n t h e e l e c t r o n i s n e g l e c t e d . S i n c e t h i s i s b a s i c a l l y s p e c i f i e d b y energy-momentum c o n s e r v a t i o n a s e x h i b i t e d i n Eq. (2.10) i t w i l l t u r n o u t t h a t i t c a n e a s i l y b e i n c o r p o r a t e d i n t o t h e z e r o t h o r d e r a p p r o x i m a t i o n . S i n c e t h i s a p p r o a c h h a s b e e n w o r k e d o u t r a t h e r e x t e n s i v e l y 115-171 we s h a l l s k i p many o f t h e d e t a i l s i n t h i s s e c t i o n .
An e x a c t f o r m a l s o l u t i o n o f t h e f u l l y q u a n t i z e d p r o b l e m is g i v e n b y t h e t i m e -e v o l u t i o n o p e r a t o r w h e r e 2 i s t h e t i m e -o r d e r i n g o p e r a t o r . S ( T ) t r a n s f o r m s a n i n i t i a l s t a t e a t t = -T/2, a s e . g . g i v e n b y Eq. ( 2 . 3 ) , i n t o a f i n a l s t a t e a t t = T / 2 a f t e r t h e i n t e r a c t i o n m e d i a t e d b y t h e w i g g l e r f i e l d . The f i r s t o r d e r e x p a n s i o n o f Eq. ( 3 . 1 ) h a s b e e n i n v e s t i g a t e d i n t h e l a s t s e c t i o n .
W e w i l l r e s t r i c t o u r s e l v e s t o r a d i a t i o n on a x i s and o n e mode o f t h e l a s e r f i e l d .
Hence, S ( T ) a c t s o n t h e i n i t i a l s t a t e ( 2 . 3 ) l i k e H e r e w e d r o p p e d t h e s u b s c r i p t k o n N a n d o m i t t e d i n d i c a t i n g t h e e l e c t r o n s t a t e s o n t h e m a t r i x e l e m e n t d u e t o t h e i r o n e -t o -o n e r e l a t i o n s h i p t o t h e c h a n g e i n p h o t o n number.
We o b t a i n t h e a b o v e m e n t i o n e d m o d e l i f we r e p l a c e t h e c u r r e n t o p e r a t o r J ( x ) i n Eq. (3.1) by t h e c l a s s i c a l c u r r e n t
1-I
o f t h e e l e c t r o n i n t h e w i g g l e r f i c l d which i s o b t a i n e d by s o l v i n g t h e L o r e n t z f o r c e e q u a t i o n .
The t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s f r o m a n i n i t i a l s t a t e w i t h N p h p t o n s t o a f i n a l s t a t e w i t h N + n p h o t o n s c a n t h e n r e a d i l y b e e v a l u a t e d . They depend on t h e q u a n t i t y
Here Qe sum i s o v e r t w o m u t u a l l y o r t h o g o n a l p o l a r i z a t i o n v e c t o r s w i t h k s = 0. For t h e h e l i c a l w i g g l e r FEL we have
where t h e p a r a m e t e r x i s r e l a t e d t o t h e d e t u n i n g a n d was d e f i n e d i n E q . ( 2 . 1 3 ) .
Comparison w i t h Eq. (2.14) shows ( Z n ) drs.pot
We o n l y m e n t i o n t h e l i m i t i n g e x p r e s s i o n f o r w ( N ) ( z ) f o r N >> 1,
which a l l o w s f o r p h o t o n t r a n s f e r s u p t o n = zK.
The symmetry of E q . (3.8) upon n + -n shows t h a t t h e r e is no g a i n f o r N >> 1, p o i n t i n g t o t h e n e c e s s i t y o f i m p r o v i n g t h e model. I t i s a p p a r e n t from Eq. $ I = p -n h ( k + ko), i n t h e s a m e m a n n e r a s Eq. ( 2 . 1 1 ) . Hence we t a k e t h e a l l i m p o r t a n t r e c o i l i n t o a c c o u n t by r e p l a c i n g by hand
where z n i s o b t a i n e d from z b y r e p l a c i n g
For t h e s m a l l s i g n a l r e g i m e , a f i r s t o r d e r e x p a n s i o n t u r n s o u t t o be s u f f i c i e n t , which d e f i n e s t h e q u a n t i t y F o r t h e h e l i c a l w i g g l e r FEL, I f n e c e s s a r y , t h e e x p a n s i o n ( 3 . 1 4 ) c a n b e c a r r i e d f u r t h e r [ L 9 ] , y i e l d i n g s a t u r a t i o n c o r r e c t i o n s t o t h e s m a l l -s i g n a l g a i n .
The g a i n i s t h e n p r o p o r t i o n a l t o
w h e r e t h e f i r s t t e r m s p e c i f i e s s p o n t a n e o u s a n d t h e s e c o n d t e r m s t i m u l a t e d e m i s s i o n . S i n c e Az << z << 1 t h e l a s t t w o t e r m s a r e i n s i g n i f i c a n t . 
) ! T h i s e x p l a i n s t h e s u c c e s s o f t h e f i r s t o r d e r a p p r o a c h o f S e c t i o n 2.
The d e e p e r p h y s i c a l r e a s o n f o r t h i s amazing f a c t h a s t o b e s o u g h t i n t h e i n f r a r e d r e g i m e o f q u a n t u m e l e c t r o d y n a m i c s .
I n a n a l o g y t o t h e g a i n t h e s p r e a d c a n b e e v a l u a t e d , a n d t h e g a i n -s p r e a d r e l a t i o n [ 2 1 ] i s o b t a i n e d i m m e d i a t e l y .
I n v i e w o f Eq. ( 3 . 2 ) b u n c h i n g o f t h e e l e c t r o n s a f t e r l e a v i n g t h e w i g g l e r c a n b e i n f e r r e d f r o m t h e m a t r i x e l e m e n t s < N + nl S ( T ) I N > . Bunching t u r n s o u t t o b e r e l a t e d t o g a i n , a n d n o t t o t h e s p r e a d .
E v e r y t h i n g i s e x p r e s s i b l e i n t e r m s o f t h e two q u a n t i t i e s z and Az. I t w o u l d b e u n n e c e s s a r i l y s t r i n g e n t t o demand t h a t i t b e s m a l l compared t o Aw.
I t s h o u l d b e s m a l l w i t h r e s p e c t t o t h e w i d t h T -l o f t h e l i n e s h a p e f u n c t i o n z (Aw ) . T h i s y i e l d s t h e c o n d i t i o n
where B o i s t h e m a g n e t i c f i e l d s t r e n g t h o f t h e w i g g l e r a n d E L t h e e l e c t r i c f i e l d s t r e n g t h o f t h e l a s e r . 
The main a d v a n t a g e o f t h e a p p r o a c h o u t l i n e d i n t h i s s e c t i o n seems t o b e i t s c o n c e p t u a l s i m p l i c i t y a n d e a s y a p p l i c a b i l i t y t o v a r i o u s f r e e -e l e c t r o n d e v i c e s . O n l y t h e t w o q u a n t i t i e s z and Az h a v e t o b e s p e c i f i e d , where t h e f i r s t i s r e l a t e d t o s p o n t a n e o u s e m i s s i o n and t h e l a t t e r i n c o r p o r a t e s t h e quantum k i n e m a t i c s .
S e v e r a l e x a m p l e s o t h e r t h a n t h e h e l i c a l w i g g l e r FEL h a v e b e e n s k e t c h e d i n R e f . 1 7 , among t h e s e t h e C e r e n k o v l a s e r m o r e e x t e n s i v e l y i n R e f . 23.
E s s e n t i a l l y a l o n g t h e same l i n e s a r e f r a c t i v e i n d e x h a s b e e n added t o t h e s t a n d a r d FEL [ 2 4 ] . However, i t seems n o t t o b e f e a s i b l e t o e x t e n d t h i s m e t h o d t o t h e s t r o n g -s i g n a l r e g i m e .
M o r e o v e r , g e n u i n e q u a n t u m f e a t u r e s d e r i v e d from i t , which a r e b o u n d t o b e v e r y s m a l l i n a n y e v e n t , would n o t b e r e l i a
b l e d u e t o t h e a b o v e m e n t i o n e d b u i l t -i n l a c k o f c o m p l e t e c o n s i s t e n c y . H e n c e , we s h a l l d e l a y t h e d i s c u s s i o n o f p h o t o n s t a t i s t i c s o f t h e s m a l l -g a i n F E L -a m p l i f i e r t o S e c t i o n 5 , w h e r e a r i g o r o u s f u l l y q u a n t i z e d s o l u t i o n w i l l b e p r e s e n t e d . I V . STRONG SIGNAL G A I N A l t h o u g h t h e s m a l l s i g n a l g a i n i s e a s i l y d e r i v e d b o t h f r o m a c l a s s i c a l and quantum-mechanical p o i n t o f v i e w , t h e c a l c u l a t i o n o f t h e s t r o n g s i g n a l o r s a t u r a t e d g a i n i s a m o r e f o r m i d a b l e t a s k .
The o n l y n o n c l a s s i c a l d e r i v a t i o n s o f t h e s t r o n g s i g n a l g a i n t r e a t t h e e l e c t r o n q u a n t u m -m e c h a n i c a l l y a n d t h e w i g g l e r a n d e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d s c l a s s i c a l l y 125-281.
B e c a u s e s p i n -e f f e c t s h a v e b e e n shown t o b e u n i m p o r t a n t [61, t h e Klein-Gordon e q u a t i o n w i t h c l a s s i c a l w i g g l e r a n d e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d s i s u s e d t o d e s c r i b e t h e e l e c t r o n where and m i s t h e r e s t mass o f t h e e l e c t r o n .
The s o l u t i o n o f E q . ( 4 . 1 ) h a s b e e n t r e a t e d a l o n g two l i n e s . 
I n o n e c a s e [ 2 7 ] , a c o o r d i n a t e t r a n s f o r m a t i o n i s u s e d t o t r a n s f o r m t h e K l e i n -G o r d o n e q u a t i o n t o a M a t h i e u e q u a t i o n w h i c h i s t h e n s o l v e d e x a c t l y u s i n g a G r e e n ' s f u n c t i o n i n o r d e r t o i n c o r p o r a t e a p p r o p r i a t e i n i t i a l c o n d i t i o n s . V i a a s y m p t o t i c e x p a n s i o n s f o r t h e M a t h i e u f u n c t i o n s t h e w e l l known e x p r e s s i o n f o r t h e s m a l l s i g n a l g a i n i s d e r i v e d a s i s a s i m p l e a n a l y t i c e x p r e s s i o n f o r t h e s t r o n g s i g n a l g a i n .
The s e c o n d m e t h o d [ 2 5 , 2 6 , 2 8 ] i s m a t h e m a t i c a l l y more complex b u t h a s t h e a d v a n t a g e o f p r o v i d i n g a c l e a r p h y s i c a l p i c t u r e . I t i s t h i s method t h a t i s d i s c u s s e d below. T.he wave f u n c t i o n t h a t s a t i s f i e s E q . ( 4 . 1 ) may b e w r i t t e n a s s u p e r p o s i t i o n o f p l a n e waves i n t h e form
n=-m where and E = E O and p a r e t h e e n e r g y and momentum o f t h e e l e c t r o n b e f o r e t h e i n t e r a c t i o n i s s w i t c h e d o n a t t = O . W i t h t h i s w a v e f u n c t i o n t h e K l e i n -G o r d o n e q u a t i o n r e d u c e s t o a s e c o n d -o r d e r d i f f e r e n t i a l -d i f f e r e n c e e q u a t i o n . A f t e r s e v e r a l a p p r o x i m a t i o n s f o l l o w e d by a n o t h e r t r a n s f o r m a t i o n , c n ( t ) = an ( t ) e x p i i ( E , -nw -E ) t } , t h e f o l l o w i n g e q u a t i o n i s d e r i v e d [ 2 5 , 2 8 ] :
a an i h at E anh [~n li; + n2 a = E .
+ a
A
] n lntCan+l n-I w i t h a n ( t = O ) = 6 where no1 is t h e a n h a r m o n i c e n e r g y , eLaWaL E.
= -i n t 2~ i s t h e i n t e r a c t i o n e n e r g y and i s t h e d e t u n i n g f r o m r e s o n a n c e .
The q u a n t i t i e s t , canh and tint may b e combined t o form n o n d i m e n s i o n a l p a r a m e t e r s = t~ i n t /h,
T h e s e n o n d i m e n s i o n a l q u a n t i t i e s c a n b e i n t e r p r e t e d i n t e r m s o f p h y s i c a l c o n c e p t s :
e r m i n e t h e number o f p h o t o n s e m i t t e d o r a b s o r b e d b y a n e l e c t r o n f o r t h e c a s e o f s m a l l -s i g n a l a n d s t r o n g -s i g n a l c o n d i t i o n s r e s p e c t i v e l y , 8 d e t e r m i n e s t h e s m a l l quantum c o r r e c t i o n t o t h e c l a s s i c a l e x p r e s s i o n f o r t h e g a i n a n d u i s t h e p r e v i o u s l y i n t r o d u c e d s a t u r a t i o n p a r a m e t e r .
Once t h e c o e f f i c i e n t s a n ( t ) a r e known t h e e n e r g y A E e m i t t e d b y a n e l e c t r o n i n a t i m e t i s c a l c u l a t e d u s i n g
The g a i n G f o r a beam of e l e c t r o n s w i t h number d e n s i t y p i s r e l a t e d t o t h e e m i t t e d e n e r g y by
Ac L ( 4 . 1 1 ) A l t h o u g h t h e d i f f e r e n t i a l -d i f f e r e n c e e q u a t i o n ( 4 . 5 ) i s m o r e c o n v e n i e n t t o u s e i n o r d e r t o u n d e r s t a n d t h e p h y s i c s o f t h e i n t e r a c t i o n , i t i s d i f f i c u l t t o d e a l w i t h a n a l y t i c a l l y .
F o r t h i s r e a s o n , i t i s c o n v e n i e n t t o t r a n s f o r m Eq. ( 4 . 5 ) back t o a d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n b y d e f i n i n g t h e f u n c t i o n i At/hw inx O(x,t) = e 1 a,(t)e n i n t h e r e g i o n 0 < x < IT.
T h i s f u n c t i o n t h e n s a t i s f i e s t h e e q u a t i o n w i t h t h e i n i t i a l c o n d i t i o n T h e m e t h o d o f s o l u t i o n o f Eqs. (4.5) and (4.13) d e p e n d s upon t h e s i z e o f t h e s a t u r a t i o n p a r a m e t e r L I . I f LI <
1 t h e n t h e number o f e x c i t e d l e v e l s i n t h e p o t e n t i a l i s a p p r o x i m a t e l y g i v e n b y rl [ 2 5 ] .
I n t h i s c a s e , t h e a n h a r m o n i c i t y r e p r e s e n t e d b y t h e t e r m n2 i n Eq. (4.5) i s r e l a t i v e l y u n i m p o r t a n t a n d c a n be t r e a t e d a s a p e r t u r b a t i o n .
T h i s t e r m is t h e o r i g i n o f t h e s e c o n d d e r i v a t i v e i n Eq. ( 4 . 4 3 ) . So f o r 11 < 1, t h e t e r m (a2$ / a x 2 ) i s t r e a t e d a s a p e r t u r b a t i o n .
T h e r e f o r e a p p r o x i m a t e e x p r e s s i o n s f o r $ a n d a a r e r e a d i l y f o u n d .
When t h e s e s o l u t i o n s a r e u s e d t o c a l c u l a t e t h e G a i n v i a E q s . (4.10) and (4.11) t h e r e s u l t i n g e x p r e s s i o n i s t h e w e l l known f o r m u l a f o r t h e s m a l l s i g n a l g a i n [25, 28] .
t h i s t e c h n i q u e no l o n g e r a p p l i e s s i n c e t h e number o f e x c i t e d l e v e l s i s now g i v e n b y 6 w h i c h i s a l a r g e number (2.10' f o r t h e S t a n f o r d c a s e [ 3 0 ] ) s o t h a t t h e a n h a r m o n i c i t y i s a n i m p o r t a n t f a c t o r [ 2 5 ] .
On t h e o t h e r h a n d , t h e d e p t h o f t h e e f f e c t i v e p o t e n t i a l 2p c o s x i n Eq. ( 4 . 1 3 ) i s v e r y l a r g e . F o r t h i s r e a s o n t h e p o t e n t i a l
c a n b e e x p a n d e d a b o u t i t s minimum x = a i n a power s e r i e s f o r a l a r g e number o f low l y i n g s t a t e s .
I n p a r t i c u l a r when t h e number o f e x c i t e d s t a t e s i s g i v e n b y 6, t h i s e x p a n s i o n is v a l i d .
A s u b s t i t u t i o n o f e x p a n s i o n ( 4 . 1 5 ) i n t o Eq. ( 4 . 1 3 ) r e d u c e s t h e l a t t e r t o t h e S c h r o d i n g e r e q u a t i o n f o r a n a n h a r m o n i c o s c i l l a t o r . 
Approximate s o l u t i o n s f o r t h i s e q u a t i o n a r e a l s o r e a d i l y a v a i l a b l e . The e x p r e s s i o n f o r t h e e n e r g y e m i t t e d b y a n e l e c t r o n i s t h e n f o u n d t
The d a s h e d p o r t i o n o f t h e c u r v e r e p r e s e n t s t h e r e g i o n i n t e r m e d i a t e between t h e s m a l l -s i g n a l r e g i m e ( p < < 1) and t h e s t r o n g s i g n a l r e g i m e (p > > I ) .
I n o r d e r t o i n v e s t i g a t e t h e l a t t e r p r o b l e m i t i s n e c e s s a r y t o a g a i n t u r n o u r a t t e n t i o n t o Eq. ( 4 . 5 ) and d e t e r m i n e t h e r e l a t i v e s i z e s o f t h e t e r m s . When
= Am t h e d e t u n i n g , t h e a n h a r m o n i c i t y a n d t h e i n t e r a c t i o n t e r m s a r e o f t h e s a m e o r d e r 1251.
I f o n t h e o t h e r hand I A~> A t h e n t h e a n h a r m o n i c i t y i s r e l a t i v e l y s m a l l and can b e t r e a t e d a s a m p e r t u r b a t i o n . T h i s i s j u s t t h e a p p r o x i m a t i o n t h a t was u s e d f o r t h e s m a l l s i g n a l g a i n .
T h e r e f o r e , i n t h e r e g i o n u > 1 and > A m , t h e s y s t e m i s a g a i n i n t h e r e g i o n o f s m a l l s i g n a l g a i n .
I f t h e e n e r g y e m i t t e d b y an e l e c t r o n o r t h e g a i n i s c o n s i d e r e d a s a f u n c t i o n o f t h e d e t u n i n g , t h e n i n t h e r e g i o n w h e r e 11 > 1, Am d e t e r m i n e s t h e b o u n d a r y b e t w e e n t h e r e i o n i n w h i c h Eq. ( 4 . 1 6 ) i s v a l i d ( I A~ < A r n ) and Eq. (2.12) i s v a l i d ( A > A . C o n s e q u e n t l y , t h e q u a n t i t i e s ns a n d G i n c r e a s e w i t h i n c r e a s i n g IAI when A < larn\ a n d d e c r e a s e w i t h i n c r e a s i n g 1~1 w h e n 
res
E 'res w h e r e Ares = Aoe2/2~'c4 i s t h e s m a l l s i g n a l r e s o n a n c e w a v e l e n g t h .
I f t h e l o c a t i o n o f t h e h o r i z o n t a l a x i s i n F i g , 1 2 o f Ref. [ 2 9 ] is assumed t~~c o r r e s p o n d
t o t h e w a v e l e n g t h Ass a t t h e maximum o f t h e s m a l l -s i g n a l g a l n , t h e n i t i s n e c e s s a r y t o c a l c u l a t e t h e w a v e l e n g t h s h i f t
T h i s p r e d i c t i o n n o t o n l y a g r e e s w i t h t h e d i r e c t i o n o f t h e o b s e r v e d w a v e l e n g t h s h i f t b u t i s a l s o w i t h i n a f a c t o r o f two o f t h e m a g n i t u d e s .
A l t h o u g h t h e d e r i v a t i o n o f t h e s t r o n g -s i g n a l g a i n was c a r r i e d o u t u s i n g q u a n t u m -m e c h a n i c a l m e t h o d s , t h e r e s u l t i n g e x p r e s s i o n i s c l a s s i c a l . C
o m p a r i s o n o f t h e r e s u l t s o f t h i s s e c t i o n c a n a l s o b e made w i t h t h e r e s u l t s o f t h e n u m e r i c a l s o l u t i o n o f t h e c l a s s i c a l e q u a t i o n s i n R e f . [ 3 2 ] . H e r e q u a l i t a t i v e a g r e e m e n t i s a c h i e v e d . Any c l o s e r c o m p a r i s o n i s d i f f i c u l t b e c a u s e t h e n u m e r i c a l c a l c u l a t i o n s d i d n o t i n v e s t i g a t e t h e d e p e n d e n c e o f t h e p h y s i c a l q u a n t i t i e s on a l l t h e a v a i l a b l e p a r a m e t e r s .
The m o d e l t h a t h a s b e e n u s e d i n t h i s s e c t i o n i s c o m p l e t e l y g e n e r a l a s f a r a s s t i m u l a t e d e m i s s i o n i s c o n c e r n e d . F u r t h e r m o r e , a n e x a c t s o l u t i o n f o r t h e K l e i n -G o r d o n E q . ( 4 . 1 ) c a n b e w r i t t e n down. Because t h i s s o l u t i o n i s w r i t t e n i n t e r m s of M a t h i e u f u n c t i o n s i t h a s n o t y e t p r o v e d t o b e v e r y u s e f u l .
With some e f f o r t t h i s a p p r o a c h c a n a l s o b e e x t e n d e d t o i n c l u d e o t h e r s t i m u l a t e d f r e e -e l e c t r o n p r o c e s s e s l i k e Cerenkov r a d i a t i o n [ 2 3 ] .
The o b v i o u s s h o r t c o m i n g o f t h i s m o d e l i s t h e n e g l e c t o f s p o n t a n e o u s e m i s s i o n w h i c h c a n n o t e a s i l y b e i n c o r p o r a t e d .
V. FULLY QUANTIZED MANY-ELECTRON MODEL FOR SPONTANEOUS EMISSION AND THE SMALL-SIGNAL R E G I M E I n t h i s s e c t i o n we s h a l l r e e v a l u a t e t h e t i m e -e v o l u t i o n o p e r a t o r ( 3 . 1 ) . I n s t e a d o f s t a r t i n g from a p r e s c r i b e d c l a s s i c a l c u r r e n t a n d r e i n t r o d u c i n g t h e r e c o i l by hand a s w e d i d i n S e c t i o n 3, w e s h a l l now a t t e m p t a r i g o r o u s f i r s t o r d e r e x p a n s i o n w i t h r e s p e c t t o t h e r e c o i l .
We s h a l l a l s o t r e a t t h e g e n e r a l c a s e o f a n a r b i t r a r y t h o u g h f i x e d n u m b e r N e o f e l e c t r o n s s i n c e t h i s w i l l t u r n o u t t o b e o f c r u c i a l i m p o r t a n c e f o r t h e s t a r t -u p p r o b l e m . W e w i l l i n t h e f o l l o w i n g r e s t r i c t o u r s e l v e s t o t h e h e l i c a l w i g g l e r FEL.
M o s t o f t h e m a t e r i a l of t h i
I n t h i s c a s e i t i s a d v a n t a g e o u s t o t r a n s f o r m t o a moving f r a m e o f r e f e r e n c e , t h e s o c a l l e d B a m b i n i -R e n i e r i f r a m e [ 3 4 ] .
T h i s c a n b e d e f i n e d by t h e c o n d i t i o n t h a t t h e e x p l i c i t t i m e -d e p e n d e n c e o f t h e c l a s s i c a l H a m i l t o n i a n b e e l i m i n a t e d .
The l o n g i t u d i n a l e l e c t r o n m o t i o n i s t h e n n o n r e l a t i v i s t i c , r e s o n a n c e i . e . z e r o s m a l l -s i g n a l g a i n o c c u r r i n g i f t h e e l e c t r o n i s a t r e s t .
The q u a n t i z e d m a n y -p a r t i c l e H a m i l t o n i a n which we s h a l l employ 1331 i s t h e n Ne -i(kz. + w t )
Here N, i s t h e t o t a l number o f e l e c t r o n s , p i and zi ( i = 1 , . . . N e ) a r e t h e o p e r a t o r s o f momentum and p o s i t i o n o f t h e i -t h e l e c t r o n , [ z i , p j l = i h 6 . . . M is t h e e f f e c t i v e e l e c t r o n m a s s d e f i n e d i n Eq. +(2.8) which t a k e 2 ' t h e t r a n s v e r s e m o t i o n i n t o a c c o u n t .
a a n d a a r e t h e a n n i h i l a t i o n a n d c r e a t i o n o p e r a t o r s o f t h e c o n s i d e r e d l a s e r mode, [ a , a t l = 1, and w = ck/2.
A l l q u a n t i t i e s i n Eqs. (5.1-3) r e f e r t o t h e moving f r a m e .
The c o u p l i n g c o n s t a n t i s
The H a m i l t o n i a n ( 5 . 1 -3 ) d e v i a t e s f r o m t h e B a m b i n i -R e n i e r i H a m i l t o n i a n commonly u s e d i n t h a t i t d o e s n o t c o n t a i n a q u a n t i z e d w i g g l e r f i e l d .
The common p r o c e d u r e [ 3 4 , 2 0 ] i s t o f i r s t t r a n s f o r m t o a n e x t r e m e l y r e l a t
i v i s t i c f r a m e s o t h a t t h e w i g g l e r f i e l d c a n b e r e p l a c e d b y a r a d i a t i o n f i e l d ( t h i s i s t h e W e i z s a c k e r -W i l l i a m s a p p r o x i m a t i o n ( W W A ) )
, w h i c h i s t h e n q u a n t i z e d , and t h e n t o t r a n s f o r m t o a f r a m e w h e r e t h e l a s e r a n d t h e w i g g l e r p h o t o n s h a v e t h e same f r e q u e n c y .
T h i s a l l o w s f o r a n a p p e a l i n g i n t e r p r e t a t i o n o f t h e g a i n m e c h a n i s m i n t h e F E L a s a c o n v e r s i o n o f " w i g g l e r p h o t o n s ' i n t o l a s e r p h o t o n s [ 2 0 , 3 5 ] .
One h a s t o b e a r i n m i n d , h o w e v e r , t h a t t h e w i g g l e r f i e l d i s a p a r a d i g m o f a c l a s s i c a l e x t e r n a l f i e l d s o t h a t i t s q u a n t i z a t i o n v i a t h e WWA c a n n o t h a v e a n y p h y s i c a l s i g n i f i c a n c e . The H a m i l t o n i a n ( 5 . 1 -3 ) d o e s n o t i n v o l v e t h e WWA, t h e o n l y i n h e r e n t a p p r o x i m a t i o n i s a n o n r e l a t i v i s t i c e x p a n s i o n .
I t a g r e e s , h o w e v e r , w i t h t h e s t a n d a r d B R -H a m i l t o n i a n ( i f i n t h e l a t t e r t h e q u a n t i z e d w i g g l e r f i e l d is t a k e n a s c l a s s i c a l ) a p a r t f r o m minor d i f f e r e n c e s i n t h e r e l a t i o n o f t h e r e s p e c t i v e p a r a m e t e s t o t h o s e i n t h e l a b f r a m e . I n g e n e r a l t h e t r a n s v e r s e e l e c t r o n m o t i o n is n o n t r i v i a l and t h e r e i s no f r a m e i n w h i c h t h e e l e c t r o n i s c o m p l e t e l y n o n r e l a t i v i s t i c .
A s i n Eq. ( 3 . 1 ) we t r a n s f o r m t o t h e i n t e r a c t i o n p i c t u r e * * I n t h e p r e s e n t c a s e , o n c e M i s i d e n t i f i e d w i t h t h e e f f e c t i v e mass, t h e i n t e r a c t i o n p i c t u r e and t h e F u r r y p i c t u r e a g r e e .
A g a i n , t h i s i s o n l y t r u e f o r t h e h e l i c a l w i g g l e r .
Here we i n t r o d u c e d t h e o p e r a t o r s [ 3 6 , 3 7 ] ikz. The f a c t t h a t t h e l a s t c o m m u t a t o r i s f o r N e > 1 s t i l l a n o p e r a t o r , m a k e s t h e m a n y -p a r t i c l e c a s e c o n s i d e r a b l y m o r e i n v o l v e d t h a n t h e o n e -p a r t i c l e c a s e . E x p r e s s e d d i f f e r e n t l y , f o r many e l e c t r o n s t h e s e t o f a c c e s s i b l e f i n a l s t a t e s from a s p e c i f i e d i n i t i a l s t a t e is no l o n g e r o n e -d i m e n s i o n a l , a s i t was i n E q . ( 3 . 2 ) .
The t i m e -e v o u t i o n o p e r a t o r is t h e n r T / 2
I f i t were n o t f o r t h e o p e r a t o r p i i n t h e e x p o n e n t i a l of t h e l a s t l i n e o f E q . ( 5 . 5 ) t h e e v a l u a t i o n o f E q . (5.8) would b e t r i v i a l and w e would e s s e n t i a l l y b e b a c k t o t h e c l a s s i c a l c u r r e n t r e s u l t s o f S e c t i o n 3, h a v i n g a g a i n l o s t g a i n o n t h e way.
To do b e t t e r we l e t where po i s a common c-number t o b e i d e n t i f i e d l a t e r w i t h t h e i n i t i a l e l e c t r o n momentum.
W e t h e n expand t o f i r s t o r d e r i n X l e t t i n g X = 1 i n t h e e n d .
The z e r o t h o r d e r t e r m w i t h p i = p~, f o r N = 1, r e p r o d u c e s t h e z e r o t h o r d e r r e s u l t s o f S e c t i o n 3. T h e f i e r s t o r d e r t e r m i n t r o d u c e s t h e m o d i f i c a t i o n s r e l a t e d t o g a i n i n a r i g o r o u s way.
We t a k e a s t h e i n i t i a l s t a t e , g e n e r a l i z i n g Eq. ( 2 . 3 ) i . e .
Ne e l e c t r o n s i n i d e n t i c a l momentum e i g e n s t a t e s a n d a p h o t o n number s t a t e .
F o r t h e c u r r e n t d e n s i t i e s o f i n t e r e s t w e c a n s a f e l y i g n o r e F e r m i s t a t i s t i c s .
G e n e r a l i z a t i o n s o f t h e s t a t e ( 5 . 1 0 ) a r e d i s c u s s e d i n R e f . 3 3 .
T h e y d o n o t s e e m t o c h a n g e t h e r e s u l t s s i g n i f i c a n t l y .
We o b t a i n f o r g a i n and s p r e a d , r e s p e c t i v e l y , Here we u s e d t h e a b b r e v i a t i o n s -6 = +, j = 2g6-I siilBT/2, j' = a j / a g , s o t h a t j 2 i s t h e l i n e s h a p e o f s p o n t a n e o u s e m i s s i o n a n d 6 t h e d e t u n i n g . The q u a n t i t y 6 i s d e f i n e d i n R e f . 3 2 a n d t u r n s o u t t o b e n e g l i g i b l e u n d e r a l l c i r c u m s t a n c e s . W e s h a l l i n t h e f o l l o w i n g d i s c u s s Eqs. (5.11-12).
G a i n :
T h e s e c o n d t e r m o f t h e l a s t l i n e o f Eq. ( 5 . 1 1 ) i s t h e s t a n d a r d s m a l l -s i g n a l g a i n ( c p . Eq. ( 3 . 1 7 ) ) m u l t i p l i e d by t h e number o f e l e c t r o n s .
Thus t h e r e a r e n o 0 ( N e 2 ) c o n t r i b u t i o n s t o t h e g a i n f o r s t i m u l a t e d e m i s s i o n .
T h i s j u s t i f i e s t h e o n e -p a r t i c l e a p p r o a c h a s f a r a s g a i n i s c o n c e r n e d .
S p o n t a n e o u s e m i s s i o n :
The f i r s t t e r m i n Eq. (5.11) i s t h e u s u a l s p o n t a n e o u s e m i s s i o n t e r m , a g a i n m u l t i p l i e d b y t h e n u m b e r o f e l e c t r o n s .
The s e c o n d ( f o r N = O ) i s a v e r y s m a l l quantum c o r r e c t i o n . The t h i r d t e r m which i s a b s e n t f o r Ne = 1, i s a g a i n c l a s s i c a l a n d n o t n e c e s s a r i l y s m a l l .
I t c a n b e r e f e r r e d t o a s a m p l i f i e d s p o n t a n e o u s e m i s s i o n . I n i t i a l s p o n t a n e o u s r a d i a t i o n w h i c h i s p r o p o r t i o n a l t o N e i s a f t e r w a r d s a m p l i f i e d b y o n e o f t h e o t h e r e l e c t r o n s i f g a i n i s p o s i t i v e o r a t t e n u a t e d o t h e r w i s e , s o t h a t t h e t o t a l e f f e c t i s p r o p o r t i o n a l t o N e ( N e -1). A s a c o n s e q u e n c e t h e o b s e r v e d s p e c t r u m o f s p o n t a n e o u s e m i s s i o n d e v i a t e s s l i g h t l y f r o m t h e commonly a s s u m e d ( s i n x / x ) ' s h a p e , a s d e p i c t e d i n F i g . 4 f o r t h e p a r a m e t e r s o f t h e 1977 S t a n f o r d e x p e r i m e n t (J=2.6A, (0.1 cm12 e l e c t r o n beam a r e a ) .
F i g . 4 FIGURE 4
S p e c t r u m o f s p o n t a n e o u s e m i s s i o n v e r s u s d e t u n i n g f o r t h e p a r a m e t e r s o f t h e S t a n f o r d 1977 e x p e r i m e n t ; d a s h e d : u s u a l ( s i n x /~)~ s p e c t r u m , s o l i d l i n e corrected f o r a m p l i f i e d s p o n t a n e o u s e m i s s i o n .
The s p e c t r u m becomes n e g a t i v e f 3 r some v a l u e s o f 6 T / 2 o u t s i d e o f t h e f i g u r e . T h i s i n d i c a t e s t h a t t h e f i r s to r d e r e x p a n s i o n is no l o n g e r j u s t i f i e d . I n c l u s i o n o f h i g h e r o r d e r s would r e s t o r e t h e s p e c t r u m t o p o s i t i v e v a l u e s .
shows t h a t t h e maximum o f s p o n t a n e o u s e m i s s i o n i s s h i f t e d t o w a r d s t h e p o s i t i v e g a i n s i d e b y a n amount y h i c h i s p r o p o r t i o n a l t o t h e c u r r e n t d e n s i t y . R e w r i t t e n i n t h e l a b f r a m e t h e s h i f t i n w a v e l e n g t h i s w i t h rg t h e c l a s s i c a l e l e c t r o n r a d i u s . F o r t h e 1 9 7 7 S t a n f o r d p a r a m e t e r s we o b t a i n Ah=0.004~1. Due t o u n c e r t a i n t i e s i n t h e e l e c t r o n e n e r g y and t h e w i g g l e r f i e l d s t r e n g t h t h e p o s i t i o n o f t h e maximum o f s p o n t a n e o u s e m i s s i o n c a n n o t b e m e a s u r e d w i t h s u f f i c i e n t a c c u r a c y t o d e t e c t t h i s s h i f t .
However, E q . (5.11) shows t h a t g a i n i s s t i l l g i v e n by t h e d e r i v a t i v e o f t h e s p o n t a n e o u s l i n e s h a p e f o r N e = 1. Hence A X s h o u l d show u p a s a s h i f t b e t w e e n t h e c e n t e r o f s p o n t a n e o u s e m i s s i o n and t h e p o s i t i o n o f z e r o g a i n .
P h o t o n s t a t i s t i c s o f s p o n t a n e o u s e m i s s i o n : I f t h e q u a n t i t y ( N = O )
i s 7 0 , < 0, o r = O r t h e p h o t o n s t a t i s t i c s a r e s u p e r -P o i s s o n i a n , s u b -P o i s s o n i a n o r c o h e r e n t , r e s p e c t i v e l y .
I n g e n e r a l , t h i s c o r r e s p o n d s t o t h e e m i t t e d p h o t o n s b e i n g b u n c h e d , a n t i -b u n c h e d , o r c o h e r e n t .
F o r N e = l , A c a n h a v e e i t h e r s i g n . H e n c e we h a v e p h o t o n -a n t i b u n c h i n g f o r n e g a t i v e a n d p h o t o n -b u n c h i n g f o r p o s i t i v e g a i n . I n a n y e v e n t , t h e e f f e c t i s e x t r e m e l y s m a l l .
I t w o u l d o n l y b e c o m e s e n s i b l e f o r e x t r e m e l y l o n g w i g g l e r s s u c h t h a t t h e s p o n t a n e o u s e m i s s i o n l i n e s h a p e i s e x t r e m e l y n a r r o w .
Hence f o r N e = l t h e p h o t o n s t a t i s t i c s i s v e r y c l o s e t o P o i s s o n i a n .
FIGURE 5
n S p e c t r u m o f s p o n t a n e o u s %mission v e r s u s d e t u n i n g . For p < 0 t h e e m i s s i o n o f o n e p h o t o n r e d u c e s . t h e p r o b a b i l i t y f o r t h e e m i s s i o n o f a n o t h e r o n e , i . e . p h o t o n -a n t i b u n c h i n g o c c u r s . The m a g n i t u d e o f h k i s g r e a t l y exag g e r a t e d . F o r N e > l t h e f i r s t c o n t r i b u t i o n t o A i s a l w a y s d o m i n a n t , i n d i c a t i n g t h a t s p o n t a n e o u s e m i s s i o n f r o m s e v e r a l e l e c t r o n s i s i n c o h e r e n t . a l i n c o h e r e n c e , w h i c h g i v e s a v a g u e h i n t t h a t f i n a l l y t h e p h o t o n s t a t i s t i c s o f a f r e e -e l e c t r o n l a s e r m i g h t e v o l v e t o w a r d s a P o i s s o n i a n d i s t r i b u t i o n .
The n o i s e o v e r s i g n a l r a t i o f o r s p o n t a n e o u s e m i s s i o n i s ( N = O )
w h e r e we h a v e , f o r a n o r d e r o f m a g n i t u d e e s t i m a t e , n e g l e c t e d t h e c o n t r i b u t i o n s f r o m amp1 i f i e d s p o n t a n e o u s e m i s s i o n .
I n v i e w o f E q .
( 5 . 4 ) a n d ( 5 . 1 3 ) we h a v e j 2 % h -I . Hence t h e f i r s t t e r m i n Eq. (5.15) i s o f quantum m e c h a n i c a l o r i g i n a n d c a n b e a t t r i b u t e d t o t h e vacuum f l u c t u a t i o n s o f t h e e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d , w h i l e t h e s e c o n d o n e i s c l a s s i c a l a n d i s d u e t o t h e d i s c r e t e n e s s o f t h e e l e c t r o n c u r r e n t . I n t h e l a b f r a m e we h a v e For N e = l t h e s e c o n d t e r m i n Eq. ( 5 . 1 5 ) i s a b s e n t a n d t h e n o i s e i s e x c l u s i v e l y d u e t o vacuum f l u c t u a t i o n s .
However, f o r t h e S t a n f o r d FEL we have N e j 2 % 1 0 6 , f o r t h e ACO-experiment [ 3 8 ] i t i s s t i l l H e n c e o n t h e b a s i s o f t h e f u l l y q u a n t i z e d model o u t l i n e d t h u s f a r o n e w o u l d c o n c l u d e t h a t f o r t h e e x i s t i n g h i g h c u r r e n t FELs q u a n t u m m e c h a n i c a l c o n t r i b u t i o n s t o t h e n o i s e i n s p o n t a n e o u s e m i s s i o n a r e n e g l i g i b l e w i t h r e s p e c t t o t h e c l a s s i c a l o n e s . S q u e e z i n g :
The e x i s t e n c e o f s q u e e z e d s t a t e s is a g e n u i n e quantum m e c h a n i c a l p r o p e r t y o f t h e e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d , which i s o u t s i d e o f t h e s c o p e o f a n y c l a s s i c a l d e s c r i p t i o n .
They a r e d e f i n e d i n t e r m s o f t h e H e r m i t e a n components o f t h e a n n i h i l a t i o n and c r e a t i o n o p e r a t o r s a and a t t a = al+ia2, ai = a. (i = 1 , 2 ) , which s a t i s f y t h e u n c e r t a i n t y r e l a t i o n A s t a t e i s c a l l e d s q u e e z e d i f f o r i = l o r 2. E x p e r i m e n t a l r e a l i z a t i o n o f s q u e e z e d s t a t e s c o u l d h a v e v a r i o u s i n t e r e s t i n g a p p l i c a t i o n s .
A s a n e x a m p l e , we m e n t i o n t h e p o s s i b l e improvement o f t h e s e n s i t i v i t y o f a n i n t e r f e r o m e t e r w i t h a v i e w t o t h e d e t e c t i o n o f g r a v i t a t i o n a l waves ( f o r a r e v i e w , s e e [ 3 9 ] ) . I t h a s b e e n shown t h a t s p o n t a n e o u s r a d i a t i o n from a FEL i s i n a s q u e e z e d s t a t e [ 4 0 ] .
We h e r e c o n s i d e r t h e c a s e N , = l . Then b y means o f t h e same methods t h a t l e d t o Eqs. (5.11-12) t h e r e s u l t -lik2 <AA1,z2> = + j j ' i s o b t a i n e d . H e n c e d e p e n d i n g u p o n w h e t h e r g a i n i s p o s i t i v e o r n e g a t i v e , t h e s t a t e i s s q u e e z e d w i t h r e s p e c t t o A o r A l .
Here we t o o k t h e o p e r a t o r A=a e x p ( i k z ) d e f i n e d i n Eq. ( 5 . 6 ) i n s t e a d o f t h e p u r e e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d o p e r a t o r a .
A s we r e m a r k e d a b o v e w i t h r e s p e c t t o p h o t o n -a n t i b u n c h i n g , t h e w i g g l e r m u s t b e v e r y l o n g i n o r d e r t o r e n d e r t h e e f f e c t s e n s i b l e .
F o r Ne> 1 s q u e e z i n g s u r v i v e s t o some e x t e n t [ 3 3 ] .
H o w e v e r , t h e r e a r e v a r i o u s d o u b t s [ 3 3 ] a s t o w h e t h e r t h i s r a t h e r f o r m a l r e s u l t m i g h t h a v e p r a c t i c a l s i g n i f i c a n c e . T h i s i s p a r t i c u l a r l y t h e c a s e f o r N e > l .
The c o h e r e n c e p r o p e r t i e s o f a s m a l l -s i g n a l F E L -a m p l i f i e r f o r N e = l h a v e b e e n i n v e s t i g a t e d i n a somewhat d i f f e r e n t manner t h a n d i s c u s s e d a b o v e i n a s e r i e s o f p a p e r s 137,411.
The common s t a r t i n g p o i n t i s t h e H a m i l t o n i a n (5.1-3) ( w i t h N, '1) , h o w e v e r , t h e i n t e r a c t i o n p i c t u r e i s n o t u s e d .
A t some l a t e r s t a g e , t h e e l e c t r o n m o t i o n i s a s s u m e d t o b e c l a s s i c a l a n d t o f o l l o w a d e f i n i t e c l a s s i c a l t r a j e c t o r y .
The p h o t o n s t a t i s t i c s are t h e n ( s t a r t i n g f r o m t h e vacuum) P o i s s o n i a n a t a l l t i m e s
